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ABSTRACT

This paper analyzes the consolidation of Calculus in the Mo-
dern Age, with emphasis on the historical and chronological
path that led to its formalization between the seventeenth and
eighteenth centuries. The investigation discusses the con-
tributions of different mathematicians to the constitution of
Differential and Integral Calculus, beginning with Kepler’s
stereometry and Cavalieri’s method of indivisibles, moving
through the studies of Fermat, John Wallis, and Isaac Barrow,
and reaching the systematization carried out by Newton and
Leibniz. It also examines the developments promoted by the
brothers Jakob and Johann Bernoulli, as well as the process
of conceptual expansion and refinement advanced by Euler,

marked by geometric, algebraic, analytical, and conceptual
advances. It is concluded that this path was essential for the
progressive overcoming of immediate physical and geometric
dependence, paving the way for the mathematical rigor that
would be deepened in later centuries and contributing to the
consolidation of Calculus as one of the main languages of
contemporary science.

Key words: History of Mathematics; Modern Age; Calculus;
Derivative; Integral

RESUMO

Este trabalho analisa a consolidacdo do Célculo na Idade

D’Alembert, and Lagrange. The research is characterized
as bibliographic, with a qualitative approach, grounded in
works and studies on the History of Mathematics and on the
historical development of Calculus. The results show that the
consolidation of Calculus did not occur in a linear or individu-
alized manner, but rather as the result of a collective process

Moderna, com énfase no percurso histérico e cronolégico
que conduziu a sua formalizacdo entre os séculos XVII e
XVIII. A investigacdo discute as contribui¢des de diferentes
matemadticos para a constituicdo do Calculo Diferencial e In-
tegral, partindo da estereometria de Kepler e do método dos
indivisiveis de Cavalieri, passando pelos estudos de Fermat,
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John Wallis e Isaac Barrow, até alcancar a sistematizacao
realizada por Newton e Leibniz. Também sdo examinados
os desdobramentos promovidos pelos irmdos Jakob e Johann
Bernoulli, bem como o processo de ampliagao e refinamento
conceitual desenvolvido por Euler, D’Alembert e Lagrange.
A pesquisa caracteriza-se como bibliografica, de abordagem
qualitativa, fundamentada em obras e estudos sobre a His-
téria da Matematica e sobre o desenvolvimento histérico do
Cilculo. Os resultados evidenciam que a consolida¢do do
Calculo ndo ocorreu de forma linear nem individualizada, mas
como resultado de um processo coletivo, marcado por avangos
geométricos, algébricos, analiticos e conceituais. Conclui-se
que esse percurso foi essencial para a progressiva superacao
da dependéncia fisica e geométrica imediata, pavimentando
o caminho para o rigor matematico que seria aprofundado
nos séculos posteriores e contribuindo para a consolidagdo
do Célculo como uma das principais linguagens da ciéncia
contemporanea.

Palavras-chave: Historia da Matematica; Idade Moderna;
Calculo; Derivada; Integral

INTRODUCAO

O nascimento do Calculo ndo foi um evento isolado, mas uma
construgdo coletiva que atravessou dois séculos de debates
sobre o infinito. No inicio do século XVII, as obras de Kepler
sobre volumes de sélidos e de Cavalieri sobre os indivisiveis
ampliaram os limites da geometria cldssica. Seguiram-se os
avangos de Fermat em méaximos e minimos e a aritmética do
infinito de John Wallis, que prepararam o terreno para uma
sintese tedrica posterior.

A consolidacao ganhou forca com os trabalhos de New-
ton, desenvolvidos a partir de 1666, e com a notag¢do universal
de Leibniz, apresentada em 1684. Entretanto, o Calculo ainda
operava sob justificativas fisicas, geométricas e cinemadticas,
como as discutidas por Isaac Barrow em suas Lectiones Geo-
metricae, de 1670. Foram os irmaos Jakob Bernoulli e Johann
Bernoulli que expandiram esse poder operacional. Este artigo
descreve como essa sucessdo de contribui¢des levou ao pro-
cesso de formalizag@o progressiva do Calculo, culminando
nos esforcos de Euler, D’Alembert e Lagrange para transforma-
lo em uma linguagem cada vez mais simbdlica, analitica e
autdnoma.

A organizagdo cronolégica deste estudo foi delineada
de modo a refletir a prépria maturagao histérica do Calculo.
Desse modo, o percurso textual divide-se em trés momentos
fundamentais: a preparagdo para o Cédlculo Moderno, que
se dedica & andlise das abordagens geométricas e algébricas
preliminares; a sistematizagdo do Cdlculo, que se concentra
no periodo de convergéncia tedrica, destacando a relagio entre
diferenciacdo e integracdo; e a expansao e formalizagdo, em
que se examina a difusdo das ferramentas matematicas, o
surgimento de novas ramificacdes e o processo de fundamen-
tacdo logica que consolidou o Célculo para o desenvolvimento
matematico contemporaneo.

A PREPARACAO PARA O CALCULO MO-
DERNO

O desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral na Idade
Moderna nao foi um evento subito, mas o resultado de uma
transicdo histérica na qual Johannes Kepler (1571-1630) ocupa
lugar de destaque. Segundo Damasio (2011), a ruptura de
Kepler com o dogma do movimento circular uniforme ndo
representou apenas uma vitdria para a astronomia, mas uma ne-
cessidade matemdtica de ajustar modelos tedricos a realidade
observada. Ao ingressar na Universidade de Tiibingen' sob a
orientagdo de Michael Maestlin?, Kepler absorveu a dualidade
entre os modelos de Ptolomeu e Copérnico, convertendo-se
precocemente ao heliocentrismo.

Figura 1 — Johannes Kepler

Fonte: Toda Matéria (2017).

Em sua primeira produgao tedrica, fortemente alicercada
em preceitos neoplatdnicos, Kepler propds inicialmente que as
trajetdrias planetdrias eram circulares e delimitadas por esferas
imagindrias. Conforme aponta Weinberg (2015), o astrénomo
buscou uma correlacido geométrica entre os cinco sélidos pla-
tonicos e as lacunas entre as Orbitas dos seis planetas entdao
catalogados: o octaedro associado a Merctrio, o icosaedro a
Vénus, o dodecaedro a Terra, o tetraedro a Marte € o cubo a
Japiter, seguido por Saturno. Embora tal estrutura possuisse
uma légica intrinseca para a época, Kepler posteriormente
superou tradi¢des de pensadores como Platdo e Aristételes ao
refutar a circularidade das 6rbitas.

A grande contribuicdo de Kepler para a formacdo das
ideias do Célculo surge em 1609, em sua obra Astronomia
nova, na qual demonstrou que as trajetérias planetarias sao
elipses com o Sol em um dos focos, fundamentando sua Pri-
meira Lei. Ao observar que a velocidade orbital dependia da
distancia solar, formulou a Segunda Lei, estabelecendo que
o vetor que liga o planeta ao Sol percorre dreas equivalentes
em intervalos de tempo iguais. Para fundamentar matema-
ticamente o cdlculo dessas dreas, Kepler utilizou conceitos
primordiais do Cdlculo Integral. Sobre isso, Boyer (1996, p.
222) esclarece que “Kepler pensava na drea formada de uma
infinidade de pequenos tridingulos com um vértice no sol e os
outros dois vértices em pontos infinitamente préximos um do

'Uma das institui¢des de ensino superior e pesquisa mais antigas e prestigiadas da Alemanha, fundada em 1477 na cidade de Tiibingen, no estado de

Baden-Wiirttemberg.

2 Astrénomo e matemdtico aleméo, conhecido por ter sido mentor de Johannes Kepler.
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outro ao longo da 6rbita”.

Afastando-se do rigor de Arquimedes e preferindo a
l6gica de Nicholas de Cusa, Kepler aplicou essa metodolo-
gia em 1615 no tratado Stereometria doliorum vinorum para
investigar a volumetria de barris de vinho e outros sélidos.
Esses estudos anteciparam aspectos do Calculo Diferencial
ao abordar problemas de otimizacdo. Kepler percebeu que,
quando o volume se aproxima do mdximo, a taxa de variagdo
torna-se progressivamente menor, indicando uma intuicao
proxima a ideia de que a derivada de uma funcdo se anula nas
vizinhangas de um valor mdximo, antecipando aspectos do
Teorema de Fermat para pontos criticos.

Dando continuidade a essa evolugdo conceitual, Bonaven-
tura Cavalieri (1598-1647) publicou, em 1635, Geometria in-
divisibilibus continuorum, obra considerada por Boyer (1959)
um ponto importante para o aprofundamento do Calculo. O
Principio de Cavalieri estabeleceu que, no plano, se duas figu-
ras entre paralelas tém segmentos de mesmo comprimento em
qualquer reta paralela, suas dreas s@o iguais; e, no espago, se
dois sélidos entre planos paralelos tém se¢des de dreas iguais,
seus volumes sdo equivalentes. Apesar das criticas de contem-
porineos como Paul Guldin® e André Tacquet?, o conceito de
indivisiveis de Cavalieri serviu de base para desenvolvimentos
posteriores associados ao método das fluxdes de Newton.

Figura 2 — Bonaventura Cavalieri

Fonte: Mathigon (2026a).

Nesse cendrio de inovagdo, surge Pierre de Fermat (1601—
1665), jurista que Singh (1999) denominou “Principe dos
Amadores” por dedicar seu tempo livre a matemadtica por pra-
zer. Fermat foi pioneiro na Geometria Analitica e colaborou
com Blaise Pascal na fundacdo da Teoria das Probabilidades.
Segundo Garbi (2010), sua abordagem era, em certos aspectos,
mais préxima do rigor moderno do que a de René Descartes
(1596-1650). Apoiado em ferramentas analiticas, Fermat
desenvolveu um método para localizar pontos de méaximo,
minimo e tracar tangentes. Boyer (1996) explica que ele com-
parava o valor de uma fungdo f(x) com o valor de f(x + E)
em um ponto vizinho, percebendo que, nos pontos de maximo
e minimo, a variagdo era quase imperceptivel. Ao igualar f(x)
a f(x + E) e tratar E como zero, Fermat antecipou aspectos
da ideia moderna de limite:

i LEHE) = () _

E—0 E 0 M

3Paul Guldin foi um matematico e astrénomo jesuita suico.

Embora interpretasse que E chegava literalmente a zero,
sua contribui¢do foi vital, a ponto de Isaac Newton reconhecer
que suas ideias foram inspiradas pelo método de Fermat (Singh,
1999).

Figura 3 — Pierre de Fermat

Fonte: Mathigon (2026b).

Finalmente, o panorama se completa com René Descartes,
que defendia um conhecimento baseado no quantificavel. Sua
obra La Géométrie, de 1637, popularizou a resolugado de pro-
blemas geométricos por meio da dlgebra, o que, como observa
Gleick (2004), “libertou” a matematica ao permitir o estudo
de uma variedade infinita de novas curvas. Contudo, Loreto
(2001) argumenta que o papel de Descartes como criador da
Geometria Analitica deve ser visto com cautela, pois sua obra
ndo apresenta explicitamente os eixos cartesianos modernos,
concentrando-se mais na teoria das equacdes algébricas.

Figura 4 — René Descartes

Fonte: Mundo Educagido (2026).

Diferentemente de Fermat, o método de Descartes para
tangentes era predominantemente algébrico. Boyer (1959)
argumenta que, se Descartes tivesse considerado varidveis
continuas em vez de simbolos estdticos, ele poderia ter al-
cangado uma interpretagdo do Célculo muito préxima da que
temos atualmente. Assim, enquanto Descartes sistematizou a
relacdo entre dlgebra e geometria, foi Fermat quem forneceu
ferramentas operacionais que permitiram a Newton e Leibniz
formalizar o Célculo Diferencial.

4André Tacquet foi um matematico e sacerdote jesuita do Ducado de Brabante.
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A SISTEMATIZACAO DO CALCULO

A consolidacdo do Célculo moderno encontra uma de suas
bases fundamentais no trabalho de John Wallis (1616—-1703),
predecessor imediato de Isaac Newton. Em 1655, ao publicar
Arithmetica infinitorum, Wallis estendeu a lei da quadratura
de Cavalieri, permitindo a inclus@o de nimeros negativos,
fraciondrios e expoentes variados.

Figura 5 — John Wallis

Fonte: Barozzi (2016).

Nessa obra, Wallis introduziu o simbolo de infinito (co)
e estabeleceu as séries infinitas como ferramentas indispen-
sdveis (Morgan, 1917). Ao contrdrio da tradi¢do puramente
geométrica, atribuiu valores numéricos a indivisiveis espaci-
ais, estabelecendo relagdes fundamentais como o produto de
Wallis:

T 2:2 4-4 6-6 3-8 )
2 1-3 3557 79 @

Além de formalizar o termo fractione continud (“fracdes
continuadas”) e relatar a expansao de Brouncker, o trabalho de
Wallis sobre quadratura influenciou diretamente Isaac Newton
(1643-1727). Embora Newton tenha cunhado o termo “flu-
x0es”, as raizes desse pensamento analitico residem também
nos escritos de Wallis (Morgan, 1917). Newton desenvolveu
0 “Método das Fluxdes” para determinar a taxa de variacao
de grandezas em relacdo ao tempo, tratando as curvas como
o rastro de pontos em movimento, em que a velocidade era a
fluxdo (X) e a quantidade varidvel era a fluente (Alexanderson;
Klosinski, 2016).

Essa concep¢do newtoniana foi decisiva para a conso-
lidagdo de uma leitura dindmica do Célculo, pois permitiu
interpretar as grandezas matemadticas como quantidades em
variagdo continua. Ao relacionar movimento, tempo e taxa
de variag¢do, Newton conferiu ao Célculo uma forte vincu-
lagdo com os problemas da mecanica e da fisica nascente,
especialmente na descri¢do de fendmenos como velocidade,
aceleracdo e trajetdria dos corpos. Desse modo, o método das
fluxdes representou um avango fundamental na passagem de
procedimentos geométricos isolados para um sistema mais
geral de andlise das variacdes, ainda que sua fundamentagao
dependesse de nog¢des intuitivas de movimento e de infinitési-
mos.

Figura 6 — Isaac Newton

Fonte: Narloch (20006).

O amadurecimento dessa teoria permitiu a Newton sis-
tematizar a relacao inversa entre diferenciag¢do e integracdo
como uma lei geral da anélise matematica (Oliveira; Bellemain,
2022). Paralelamente a esse desenvolvimento, Isaac Barrow
(1630-1677), mentor de Newton e dltimo grande expoente da
tradi¢do geométrica, j4 havia refinado o “tridngulo diferencial”
em sua obra Lectiones Geometricae, de 1670.

Figura 7 — Isaac Barrow

Fonte: Westminster Abbey (2026).

Barrow introduziu métodos para determinar a inclinag@o
da tangente por meio de incrementos infinitesimais (Marques,
2008) e forneceu uma demonstragdo geométrica de que encon-
trar a drea sob uma curva e encontrar a tangente sao operagdes
inversas, percep¢ao hoje expressa como:

& rmar= e G

Esse “embriao” do Teorema Fundamental foi transfor-
mado por Newton em um algoritmo sistemdtico, mas a forma-
lizagdo publica e simbdlica definitiva viria com o polimata
alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Conhe-
cido como o “dltimo génio universal”, Leibniz desenvolveu
uma abordagem essencialmente algébrica e 16gica (Boyer;
Merzbach, 2012). Enquanto Newton mantinha seus métodos
privados, Leibniz tomou a dianteira editorial em 1684 com
o artigo Nova Methodus pro Maximis et Minimis. Sua ge-
nialidade residiu na criagdo de uma simbologia que guiava
o proprio raciocinio (Eves, 2004), introduzindo os padrdes
universais do simbolo de integral ( / ) e do diferencial (d).
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Figura 8 — Gottfried Wilhelm Leibniz

Fonte: Cartwright (2024).

Essa divergéncia de abordagens culminou na chamada
“Guerra do Calculo”, um dos maiores conflitos da histéria da
ciéncia, marcado por acusacdes de plagio e pela intervengdo
institucional da Royal Society (Gayo, 2010). Enquanto o iso-
lacionismo britanico manteve a notagao de “pontinhos” de
Newton, o que gerou uma estagnacdo técnica na Inglaterra
por quase um século, a Europa Continental adotou a versatil
linguagem de Leibniz (Eves, 2004). Apesar do duelo hist6-
rico, a historiografia moderna reconhece Newton e Leibniz
como co-criadores independentes, que fundiram a heranca
de Wallis e Barrow em um sistema unificado (Eves, 2004),
transformando o Célculo na linguagem universal da ciéncia
moderna.

A EXPANSAO E FORMALIZACAO

A eficicia da notagdo apresentada por Leibniz encontrou
terreno fértil nas maos dos irmaos sui¢os Jakob Bernoulli
(1654—1705) e Johann Bernoulli (1667-1748). Eles foram
os primeiros grandes matematicos a dominar e expandir os
métodos leibnizianos, transformando regras operacionais em
uma ferramenta de exploragdo cientifica sem precedentes. A
dedicagdo e o entusiasmo dos Bernoulli foram fundamentais
para que o Calculo leibniziano ndo permanecesse um método
restrito a poucos especialistas; ao contrario, foram eles que
o transformaram em um sistema analitico robusto, capaz de
solucionar problemas fisicos de alta complexidade e favorecer
a difusdo da andlise matemadtica no continente europeu (Struik,
1997).

A atuagdo dos Bernoulli também foi decisiva porque
demonstrou que a nova linguagem do Célculo ndo se limitava a
resolugdo de problemas particulares, mas podia ser aplicada a
uma ampla variedade de situagdes envolvendo movimento, cur-
vas, otimizacdo e fendmenos fisicos. Ao explorar problemas
como a braquistécrona, as curvas isdcronas e outras questdes
associadas a mecanica, eles evidenciaram a forca operacio-
nal da notacdo leibniziana e contribuiram para transformar o
Célculo em uma ferramenta de investigacao cientifica. Dessa
forma, a andlise matemadtica passou a assumir papel central na
formulagdo e solug@o de problemas, favorecendo a transicao
de uma matemdtica ainda fortemente geométrica para uma
abordagem mais simbdlica, funcional e analitica.

Figura 9 — Johann Bernoulli

Em 1690, Jakob Bernoulli foi o primeiro a utilizar for-
malmente a palavra “integral” na revista Acta Eruditorum,
substituindo o termo “soma”. Simultaneamente, Johann Ber-
noulli desempenhou um papel pedagdgico crucial ao ensinar o
Marqués de L"Hbpital, o que resultou na publicagdo de Analyse
des infiniment petits em 1696 (Eves, 2004). Embora atuassem
de forma colaborativa para dar continuidade aos trabalhos
de Leibniz, o relacionamento entre Jakob e Johann foi mar-
cado por intensas disputas de vaidade intelectual. Segundo
Coelho (2008), o momento de maior tensao ocorreu com o
Problema da Braquistécrona, enunciado por Johann em 1696,
nos seguintes termos:

“Dados dois pontos A e B em um plano vertical,
atribuir a um mével M a trajetéria AMB ao longo
da qual, sob a a¢do de seu préprio peso, o mével
vai do ponto A ao ponto B no tempo mais curto”
(Coelho, 2008, p. 22).

Jakob aceitou o desafio e apresentou sua solugdo em 1697.
A resolucgdo desse problema complexo demonstrou a for¢a dos
métodos dos irmaos Bernoulli e a superioridade operacional da
notagdo de Leibniz sobre os métodos geométricos tradicionais
(Katz, 1998). Com a consolidag@o do Calculo operacional, o
século XVIII surgiu como um periodo de profunda revisao
epistemoldgica, liderado por Leonhard Euler (1707-1783).

Figura 10 — Jakob Bernoulli

JAC. BERNOULLI, MATH.Pk
Fonte: Rojas (2022).
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Euler estruturou o edificio do Cédlculo contemporaneo,
desvinculando-o de sua dependéncia direta da geometria e da
fisica cinemadtica. Sobre sua importancia, Boyer (1996, p. 312)
afirma que “Euler fez pela andlise o que Euclides fizera pela
geometria”. Ele deu ao Calculo uma forma mais sistematica,
substituindo gradualmente o apelo a intuicdo geométrica por
um formalismo analitico que permitiu a expansao do Célculo
para 4reas até entdo pouco exploradas.

Figura 11 — Leonhard Euler

Fonte: Beltran-Pellicer (2015).

A grande virada de Euler foi a introdugo do conceito de
fun¢do como objeto central do Calculo. Em sua obra Introduc-
tio in analysin infinitorum, de 1748, ele definiu fun¢do como
qualquer expressdo analitica formada por quantidades varia-
veis e constantes, introduzindo nota¢des universais como i, e,
f(x) e Y. A sintese maxima desse periodo é a Identidade de
Euler, que unifica os cinco nimeros fundamentais da ciéncia:

€T +1=0 “)

Apesar do sucesso operacional, restavam dividas sobre
a precisdo dos infinitesimais. Jean le Rond D’Alembert (1717-
1783) foi um dos primeiros a afirmar que a diferenciacido néo
era uma questdo de “zeros reais”, mas de limites de razdes
(Boyer, 1996). Sua postura pode ser compreendida como prag-
madtica: para ele, o avanco operacional do Célculo indicava
que o rigor tedrico seria alcangado progressivamente com o
desenvolvimento da andlise.

Figura 12 — Jean le Rond D’Alembert

Fonte: Moura (2026).

Finalmente, Joseph-Louis Lagrange (1736—-1813) buscou
a chamada “purificacao algébrica” do Cdlculo. Em Théorie
des fonctions analytiques, de 1797, ele eliminou a intuicdo
geométrica e tratou as fungdes por meio de suas expansdes em
séries de poténcias:

f(x+h)=f(x)+f’(x)h+~~~+%h"+---

)

Lagrange difundiu a notagédo de “linha” (f’, f”, ...) e,
em sua obra Mécanique analytique, de 1788, fortaleceu a
ideia de uma abordagem analitica mais autdnoma do Calculo,
pavimentando o caminho para a Matematica contemporanea
sem a necessidade de um unico diagrama geométrico.

Figura 13 — Joseph-Louis Lagrange

Fonte: Kaltzada (1997).

CONSIDERACOES FINAIS

A jornada do Cilculo, iniciada com a estereometria de Kepler e
os indivisiveis de Cavalieri, atravessando as técnicas de Fermat
e a aritmética de John Wallis, demonstra que a formalizagcdo
da Matematica foi um processo de libertacdo gradual. A con-
solidacdo do Teorema Fundamental do Calculo por Newton, o
rigor geométrico de Isaac Barrow e a sistematizagdo da nota-
¢a0 de Leibniz forneceram ferramentas essenciais, enquanto a
expansao operacional de Jakob Bernoulli e Johann Bernoulli
evidenciou a eficicia do novo método.

Ficou evidente, nesta pesquisa, que um avango decisivo
no processo de formalizacdo ocorreu quando a dependéncia
da geometria foi progressivamente substituida pela precisao
funcional de Euler. Enquanto D’Alembert oferecia uma saida
16gica por meio do conceito de limite, Lagrange buscava uma
fundamentag@o algébrica mais autébnoma. Essa cronologia
revela que os conceitos ensinados atualmente ndo sio estaticos,
mas resultado de séculos de refinamento.

Compreender cada um desses passos permite ao profes-
sor mediar com mais clareza as dificuldades de abstracdo dos
alunos, apresentando o Cédlculo como uma das maiores cons-
trucdes intelectuais da humanidade. Contudo, é importante
reconhecer que o rigor moderno do Célculo ndo se encerra no
século XVIII, sendo posteriormente aprofundado no século
XIX por meio das contribui¢cdes de matemdticos como Cauchy,
Bolzano e Weierstrass. Assim, Euler, D’Alembert e Lagrange
devem ser compreendidos como autores decisivos no processo
de formalizagdo, mas ndo como ponto final da fundamentagao
rigorosa da andlise.
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